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协方差矩阵在目标二维姿态测量中的应用

纪　华１
，２，王大伟１，２，赵　建１，韩广良１，王延杰１

（１．中国科学院 长春光学精密机械与物理研究所，吉林 长春１３００３３；

２．中国科学院 研究生院，吉林 长春１０００３９）

摘要：针对现有姿态测量方法计算量大的问题，提出了一种新的基于协方差矩阵的目标二维姿态测量方法。首先，将图

像二值化，提取出目标的重心坐标；其次，计算出目标所在区域的协方差矩阵，并进行正交分解，得到由协方差矩阵定义

的椭圆区域的方程；最后，求出椭圆的两个轴的大小和方向。对２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ的飞机图片分别用对数极坐标算法

和本文算法进行了仿真实验。实验结果表明，本文方法得到的旋转角度可以精确到±１°以内，缩放比例可以精确到

±２％以内，两者均优于对数极坐标方法所得的结果，且计算时间仅为对数极坐标的１／１６。因此，本文算法可以快速准

确地计算出目标的旋转角度和缩放比例，且能够满足工程中实时处理的需求。
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１　引　言

　　运动目标姿态测量技术是目标识别跟踪的一

个重要组成部分，对国防与民用工业有着重要的

作用。其中，如何跟踪旋转目标并精确计算出旋

转角度和缩放比例是一个关键问题。国内外对此

提出了很多办法，主要有：寻找一些具有旋转缩放

不变性的模型，如不变矩［１］，提取具有旋转不变性

的特性，该方法计算量比较大，而且有一些前提条

件，对目标形状和特征点选择都有许多具体要求；

另外一种常用的解决目标旋转问题的方法就是建

立极坐标模型［２４］，把笛卡尔坐标映射到对数极坐

标，从而把旋转问题转换成平移问题，然后再利用

互功率谱求取极坐标系下的偏移量，从而确定旋

转和缩放量，该方法需要进行坐标变换和傅里叶

变换，其计算量也相当可观。

文本针对现有姿态测量算法计算量大的问

题，提出了一种新的基于协方差矩阵的目标二维

姿态测量方法，并进行了大量实验。实验结果表

明：该方法快速、有效，旋转角度可以精确到±１°

以内，缩放比例可以精确到±２％以内，计算时间

仅为对数极坐标的１／１６。

２　理论基础

２．１　仿射不变区域描述
［５］

我们定义一个区域的一阶统计量为μ，二阶

统计量为Σ。μ为均值，对应闭合区域的重心，μ

＝（珚狓，珔狔）。Σ为协方差矩阵，定义为：

Σ＝
１

狘Ω狘∫
Ω

犡犡ＴｄΩ ， （１）

其中，犡＝（狓－珚狓，狔－珔狔）
Ｔ。假定仿射变换前后的

两个区域分别为Ω１ 和Ω２，即存在以下关系：犢＝

犃犡。则两个区域的协方差矩阵分别为：

Σ１ ＝
１

狘Ω１狘∫
Ω１

犡犡ＴｄΩ１

Σ２ ＝
１

狘Ω２狘∫
Ω２

犢犢ＴｄΩ２ ＝
１

｜犃狘狘Ω１狘∫
Ω１

犃犡犡Ｔ犃Ｔ

｜犃｜ｄΩ１ ＝犃Σ１犃
Ｔ
　　

烅

烄

烆 ，

（２）

其中，｜Ω｜表示区域的面积。

利用协方差矩阵定义一个椭圆：犡ＴΣ
－１
１ 犡＝

ｃｏｎｓｔ，则

　犢
Ｔ
Σ
－１
２犢＝（犃犡）

Ｔ（犃Σ１犃
Ｔ）－１（犃犡）＝

犡Ｔ犃Ｔ犃－Ｔ
Σ
－Ｔ
１ 犃

－１犃犡＝犡ＴΣ
－１
１ 犡 ，

（３）

由公式（３）可以看出，如果两个区域对应的仿射变

换矩阵为犃，则由两个区域定义的椭圆域也可以

由仿射变换得到，并且对应的仿射变换矩阵也是

犃。

２．２　矩阵特征值、特征向量的几何意义

对于一个二阶矩阵犃，它的特征值为λ１ 和

λ２，对应的特征向量为α１ 和α２。考虑线性变换，

狓１

狓
［ ］
２

＝犃
狌１

狌
［ ］
２

，令狌１、狌２ 在单位圆上变化，即令狌１

＝ｃｏｓθ，狌２＝ｓｉｎθ，那么狓１、狓２ 将在椭圆上变化，

且椭圆的长轴长度为较大的特征值，方向为较大

特征值对应特征向量所确定的方向，短轴与此类

似，如图１所示。

图１　矩阵特征值、特征向量几何意义示意图

Ｆｉｇ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｍｅａｎｉｎｇｏｆｅｉｇｅｎｖａｌｕｅａｎｄｅｉｇｅｎ

ｖｅｃｔｏｒ

图１中，变换矩阵为犃＝
　５ －３

－３ 　（ ）５ ，犃的
特征值为２和８，对应的特征向量分别为（１，１）Ｔ

和（－１，１）Ｔ。

３　目标二维姿态测量方法研究

３．１　算法的理论分析
［６］

２．１节求得的协方差矩阵是实对称矩阵，其

逆矩阵也是对称阵，所以存在正交矩阵犙，使得

犙
－１
Σ
－１
犙＝Λ成立，即可以用正交变换使协方差
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矩阵Σ
－１相似对角化。因此，

Σ
－１＝犙Λ犙

－１＝犙Λ
１／２
Λ
１／２
犙
－１＝犙Λ

１／２（Λ
１／２）Ｔ犙

Ｔ＝

犙Λ
１／２（犙Λ

１／２）Ｔ， （４）

其中，Λ 为对角阵，犙为正交矩阵，即Σ
－１可以分

解成一个矩阵与其转置的乘积的形式，即

Σ
－１＝犆Ｔ犆， （５）

其中，犆＝（犙Λ
１／２）Ｔ。

将式（５）代入椭圆方程可得：

　犡
Ｔ
Σ
－１
１ 犡＝犡

Ｔ犆Ｔ犆犡＝（犆犡）Ｔ犆犡＝犣Ｔ犣＝犽，（６）

其中，犣＝犆犡，犽为常数。可见，椭圆经变换后变

成了半径为槡犽的圆。因此，椭圆方程的另一种表

达方式为：

犡＝犆－１犣． （７）

由２．２节的分析可知，椭圆的长轴等于矩阵犆－１

的较大的特征值的槡犽倍，长轴方向为较大特征值

对应的特征向量所确定的方向。根据需要，我们

给出以下两个结论，可以根据矩阵论中的定理证

明，因此在这里不做详细证明：

结论１：犃＝犆Ｔ犆，若λ是矩阵犃 特征值，α是

它所对应的特征向量，则槡λ必是犆的特征值，α必

是犆对应于槡λ的特征向量。

结论２：对于可逆矩阵，若λ是矩阵犃 特征

值，α是它所对应的特征向量，则１／λ必是犃
－１的

特征值，α必是犃
－１对应于１／λ的特征向量。

根据以上结论，设Σ
－１的特征值为λ１ 和λ２，

且λ１＞λ２，对应的特征向量分别为α１ 和α２。由于

犆和犆Ｔ 的特征多项式相同，从而特征值完全相

同，所以犆的特征值为 λ槡１和 λ槡２，对应特征向量

不变。则犆－１的特征值为１／ λ槡１和１／ λ槡２，１／ λ槡１

＜１／ λ槡２，对应特征向量仍然不变，分别为α１ 和

α２。因此，长轴的长度为 犽／λ槡 ２，长轴的方向为特

征向量α２ 所确定的方向。

此外，由于协方差矩阵是基于区域点的位置

信息求得的，与目标区域的灰度无关，因此，该方

法对光照变换具有鲁棒性。

３．２　算法的具体步骤

（１）提取目标的重心。本文采用局部最大的

方法得到直方图的峰值和谷值的分布情况［７］，该

方法速度快，主要解决多峰值直方图的分割问题。

选取阈值提取出目标所在的灰度范围，将图像二

值化，应用重心公式提取出目标重心。

（２）计算目标区域的协方差矩阵Σ
－１
１ 和

Σ
－１
２ 。求出Σ

－１
１ 和Σ

－１
２ 的特征值λ１１、λ１２（λ１１＞λ１２）

和λ２１、λ２２（λ２１＞λ２２），则犆
－１
１ 和犆－１２ 对应的较大的

特征值为１／λ槡１２和１／λ槡２２，长轴的方向分别为λ１２

和λ２２所对应的特征向量α１２和α２２所确定的方向

θ１ 和θ２。

（３）根据分析，可得到旋转角度为：

θ＝θ２－θ１． （８）

缩放比例为：

狊＝ 犽／λ槡 ２２／犽／λ槡 １２＝ λ槡１２／λ槡２２ ． （９）

由以上分析可以看出，我们依据椭圆短轴的

长度和方向也可以求出旋转角度和缩放比例，原

理是一样的。在实际计算时，二值化以后的两幅

图像通常不仅仅存在旋转和缩放变化，所以求出

的两个椭圆的压缩系数（μ＝犫／犪，其中长轴为２犪，

短轴为２犫）不相等，因此犪２／犪１≠犫２／犫１。所以为了

更精确地测量旋转角度和缩放比例，我们把利用

长轴和短轴求得的结果取平均作为最终的结果。

４　实验结果

４．１　测量精度

图２为原始飞机图像，其中的椭圆即为飞机

区域的协方差矩阵所定义的椭圆域，其中，公式

（６）中的常数犽＝４。

图２　原始图像

Ｆｉｇ．２　Ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ

对图２所示的飞机分别做１０°、１２°、１５°、３０°、

９０°和１８０°的旋转，没有比例变化，实验结果如图

３和表１所示。其中，角度误差和比例误差分别

由下式求得：

犲ｓｃａｌｅ＝
狊ｍ－狊ｒ
狊ｒ

×１００％

犲ａｎｇｌｅ＝θｍ－θ

烅

烄

烆 ｒ

， （１０）
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其中，犲ｓｃａｌｅ和犲ａｎｇｌｅ分别为比例误差和角度误差，狊ｍ，

狊ｒ为测量比例和实际缩放比例，θｍ，θｒ为测量角度

和实际旋转角度。

图３　只有旋转，没有缩放情况下的实验结果

Ｆｉｇ．３　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｒｏｔａｔｉｏｎｏｎｌｙ

表１　不同旋转角度时的实验结果

Ｔａｂ．１　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｏｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅｓ

旋转角度 测量角度 角度误差 测量比例 比例误差

１０° ９．９０９３° －０．０９０７°０．９９９４５ －０．０５５％

１２° １１．８５４２° －０．１４５８° １．０００２６ ０．０２６％

１５° １４．９２０９° －０．０７９１° １．０００２９ ０．０２９％

３０° ２９．９３１０° －０．０６９° ０．９９９１６ －０．０８４％

９０° ９０．００５７° ０．００５７° ０．９９９９１ －０．００９％

１８０° １７９．９９３４° －０．００６６° ０．９９９９７ －０．００３％

对图２所示的飞机分别做１．２、１．５和２倍的

缩放，没有角度变化，实验结果如图４和表２所

示。

图４　只有缩放，没有旋转情况下的实验结果

Ｆｉｇ．４　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｓｃａｌｅｏｎｌｙ

表２　不同缩放比例时的实验结果

Ｔａｂ．２　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃａｌｅｓ

缩放比例 测量比例 比例误差 角度误差

１．２ １．１９４７ －０．４４％ ０．０６６３°

１．５ １．４９５２ －０．３２％ ０．１８９０°

２ １．９６９０ －１．５５％ ０．８０７２°

　　图５为旋转３０°，缩放比例为１．４且具有光照

变化 的 两 幅 飞 机 图 片，求 得 的 旋 转 角 度 为

３０．３８７０°，缩放比例为１．３８６５４６，角度误差为

０．３８７０°，比例误差为－０．９６％，验证了本算法可

以抗光照变化。

（ａ）姿态变化前的目标

（ａ）Ｏｂｊｅｃｔｂｅｆｏｒｅａｔｔｉｔｕｄｅｃｈａｎｇｅ

（ｂ）姿态变化后的目标

（ｂ）Ｏｂｊｅｃｔａｆｔｅｒａｔｔｉｔｕｄｅｃｈａｎｇｅ

图５　旋转和缩放同时存在时的实验结果

Ｆｉｇ．５　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｂｏｔｈｒｏｔａｔｉｏｎａｎｄｓｃａｌｅ

４．２　影响精度的主要因素

４．２．１　图像二值化时阈值的选取

我们只计算目标区域的协方差矩阵，当存在

噪声或背景复杂时，能否正确选取阈值、准确提取

出目标区域将对算法精度产生较大的影响。

４．２．２　图像中目标所占像素数

本文的算法是基于区域特征的，要求目标要

占有一定的像素数，否则，求出的协方差矩阵就不

足以表征目标区域的特征。

４．３　与对数极坐标的对比

４．３．１　运算速度的对比

对数极坐标方法首先将图像二值化，提取出

目标的重心；其次，以目标重心为中心建立直角坐

标系，并将其转换为对数极坐标系；最后，求得两
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幅图像的互功率谱［８］，并进行傅里叶逆变换求取

脉冲函数的尖峰。其中，坐标变换和傅立叶变换

及逆变换都是相当耗时的。而本文方法在求取重

心之后，只需求出区域的协方差矩阵，并做一次求

矩阵特征值、特征向量的运算即可，计算量的减少

是显而易见的。对４．１节中大小均为２５６ｐｉｘｅｌ×

２５６ｐｉｘｅｌ的图片用以上两种方法求二维姿态，计

算时间如表３所示。从表中可知，对数极坐标和

本文的算法的平均运算时间分别为３００．９ｍｓ和

１８．７ｍｓ，可见，本文算法大大提高了运算速度，运

算时间只有对数极坐标的１／１６，能更好地满足工

程中实时处理的要求。

表３　两种算法运算时间比较

Ｔａｂ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｉｍｅｗｉｔｈｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

只有旋

转，没

有缩放

旋转角度（°） １０ １２ １５ ３０ ９０ １８０

运算时间

（ｍｓ）

对数极坐标

本文算法

３００

１８

２９８

１９

３０５

１９

３０４

１８

３００

１９

２９８

１９
只有缩

放，没

有旋转

缩放比例 １．２ １．５ ２．０

运算时间

（ｍｓ）

对数极坐标

本文算法

３０４

１８

２９９

１９

３００

１９

４．３．２　计算精度的对比

影响本文算法精度的主要因素已在４．２节中

分析。对于对数极坐标，影响其精度的主要因素

有以下几个方面。（１）图像二值化阈值的选取。

能否准确提取出目标区域将直接影响生成的对数

极坐标图的形状。（２）图像中目标所占像素数。

以上两点与本文算法相同。（３）生成的对数极坐

标图的尺寸。图像尺寸大小直接决定角度和尺寸

的分辨率。令对数极坐标图的尺寸为犕×犖，则

尺度分辨率犽ｓｃａｌｅ和角度分别率犽ａｎｇｌｅ分别为：

犽ｓｃａｌｅ＝ｅ
ｌｏｇ狉ｍａｘ
犕

犽ａｎｇｌｅ＝３６０／
烅
烄

烆 犖
．

可以看出，对数极坐标尺寸越大，角度分辨率和尺

度分辨率越好，但计算量也随之增加。实验中，取

犕＝３６０，犖＝３６０，则角度分辨率为１°，尺度分辨

率约为１．０１６８。对以上两组图片用对数极坐标

方法测量姿态，得到的测量精度如表４所示。

表４　对数极坐标的测量精度

Ｔａｂ．４　Ｍｅａｓｕｒｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙｏｆｌｏｇｐｏｌａｒ

只有旋转，

没有缩放

旋转角度（°） １０ １２ １５ ３０ ９０ １８０

实测角度（°） １０ １２ １５ ３１ ９０ １８２

角度误差（°） ０ ０ ０ １ ０ ２

实测比例 １ １ １ １ １ １

比例误差（％） ０ ０ ０ ０ ０ ０

只有缩放，

没有旋转

缩放比例 １．２ １．５ ２．０

实测角度（°） ０ ２ ３

角度误差（°） ０ ２ ３

实测比例 １．２０４１ １．４６７２ １．９８０５

比例误差（％） ０．３４ －２．１９ －０．９７５

　　对比表１可知，对于第一组图片，虽然大多数

角度误差为０°，比本文算法测量精度要高，但是

对数极坐标算法不稳定，一旦测量不精确，角度误

差至少为１°，本实验中，最大为３°；对比表２可知，

对于第二组图片，用对数极坐标方法测得的比例

误差没有明显改善，甚至最大比例误差超过了

２％。综合来看，本文提出的方法要优于对数极坐

标。
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５　结　论

　　 文本针对矩不变量和对数极坐标计算量大

的问题，提出了一种新的基于协方差矩阵的目标

二维姿态测量方法，并进行了大量实验，实验结果

表明：该方法简单、快速、有效，测得的旋转角度可

以精确到±１°以内，缩放比例可以精确到±２％以

内，计算时间仅为对数极坐标的１／１６。
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●下期预告

基于液晶靶标的多犆犆犇线结构光测量系统全局标定

贾倩倩，王伯雄，赵博华，罗秀芝

（清华大学 精密仪器与机械学系 精密测试技术及仪器国家重点实验室，北京１０００８４）

为了在多ＣＣＤ线结构光测量系统中进行精确快速的全局标定，研究了一种基于液晶平面靶标的多

ＣＣＤ全局标定方法。首先，将液晶靶标放入光平面中，在靶标上显示一系列特征点，各个ＣＣＤ同步采

集。然后，通过时间序列对应特征点的图像坐标与靶标坐标，建立起像平面与靶标平面间的非线性模

型。最后，对形位关系已知的标准块进行测量，利用标准块的形位关系对像平面与靶标平面间的非线性

模型进行优化，得到像平面与光平面间的映射关系，完成多ＣＣＤ的全局标定。利用优化后的标定结果

进行测量，在自由曲面类物体的测量中三个摄像机的数据拼接精度高，对标准块上特征点距离测量的

ＲＭＳ误差为０．２１７ｍｍ，角度测量的绝对误差为０．２°。方法快速简便，适合现场操作，已在多ＣＣＤ线结

构光测量系统中得到了实际应用。
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